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Definicja. Norma̧ w przestrzeni liniowej V nazywamy funkcjȩ ‖ · ‖ : V → [0,∞)
spe lniaja̧ca̧ warunki (zwane aksjomatami normy):
1. ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0

2. ‖v + u‖ ≤ ‖v‖ + ‖u‖ (podaddytywność)
3. ‖av‖ = |a|‖v‖ (jednorodność)

Norma zadaje metrykȩ d(u, v) = ‖u − v‖. Zamiast mówić, że jakís cia̧g zbiega
w metryce zadanej przez normȩ, bȩdziemy mówić, że cia̧g ten zbiega w normie
(podobnie bȩdziemy mówić, że funkcja jest cia̧g la w normie). Na przyk lad faktem
jest, że norma jest funkcja̧ cia̧g la̧ w normie.

Definicja. Przestrzeń liniowa unormowana nazywa siȩ przestrzenia̧ Banacha, jeśli
jest ona zupe lna.

Definicja. Powiemy, że cia̧g (vn) w przestrzeni liniowo-metrycznej tworzy szereg

zbieżny jeśli cia̧g sum czȩściowych sn = v1 +v2 + · · ·+vn zbieżny jest (w metryce).
Granicȩ tego cia̧gu s nawiemy suma̧ szeregu utworzonego przez vn, co za-
piszemy jako

s =

∞
∑

n=1

vn.

Definicja. W przestrzeni unormowanej, cia̧g vn jest bezwzglȩdnie zbieżny, jeśli
zbieżny jest szereg liczbowy

∑∞

n=1 ‖vn‖. (UWAGA cia̧g taki nie musi być zbieżny).

Twierdzenie. Przestrzeń liniowa unormowana jest zupe lna (czyli Banacha) wtedy
i tylko wtedy, gdy każdy szereg bezwzglȩdnie zbieżny jest zbieżny.

Dowód: Za lóżmy zupe lność. Jeśli szereg vn jest bezwzglȩdnie zbieżny, to cia̧g sum
czȩściowych sn jest podstawowy, bowiem dla m > n mamy

‖sm − sn‖ = ‖vn+1 + · · · + vm‖ ≤ ‖vn+1‖ + · · · + ‖vm‖ ≤

∞
∑

i=n+1

‖vi‖,

a to, jako ogon szeregu zbieżnego można uczynić dowolnie ma lym wybieraja̧c dostate-
cznei duże n. Z zupe lności cia̧g sum czȩściowych jest zbieżny, a to oznacza zbieżność
szeregu tworzonego przez vn.
Odwrotnie: Za lóżmy, że każdy szereg bezwzglȩdnie zbieżny jest zbieżny i weźmy
dowolny cia̧g podstawowy (vn). Dla każdego k ≥ 1 istnieje indeks nk taki, że
∀n,m≥nk

‖vn − vm‖ < 2−k. Dodatkowo można wybrać cia̧g nk tak, by by l on
rosna̧cy. Zdefiniujmy uk = vnk+1

− vnk
. Mamy ‖uk‖ = ‖vnk+1

− vnk
‖ ≤ 2−k

(gdyż oba indeksy nk+1 i nk sa̧ ≥ nk). Zatem normy elementów uk tworza̧ sz-
ereg sumowalny, co oznacza, że uk tworza̧ szereg bezwzglȩdnie zbieżny, a zatem z



za lożenia zbieżny. Istnieje wiȩc suma tego szeregu u. Ale suma szeregu, to granica
cia̧gu sum czȩściowych. Czym jest suma czȩściowa elementów uk:

u1 + u2 + · · · + uk = vn2
− vn1

+ vn3
− vn2

+ · · · vnk+1
− vnk

= vnk+1
− vn1

.

Oznacza to, że cia̧g vnk+1
− vn1

jest zbieżny (po k) do u, a ponieważ vn1
jest sta ly,

to cia̧g vnk+1
jest zbieżny do elementu u+vn1

. Wykazalísmy, że cia̧g vn ma podcia̧g
zbieżny. Cia̧g podstawowy, który ma podcia̧g zbieżny, ca ly jest zbieżny, to kończy
dowód zupe lności. �

PRZYK LADY PRZESTRZENI BANACHA:
Przestrzenie cia̧gowe:
1. ℓ∞ — cia̧gi ograniczone, z norma̧ supremum (nie jest ośrodkowa)
2. c — cia̧gi zbieżne, z norma̧ supremum (ośrodkowa)
3. c0 — cia̧gi zbieżne do zera, z norma̧ supremum (ośrodkowa)
4. ℓ1 — cia̧gi bezwzglȩdnie sumowalne, z norma̧ ℓ1 (suma szeregu modu lów)
(ośrodkowa)
5. ℓ2 — cia̧gi bezwzglȩdnie sumowalne z kwadratem, z norma̧ ℓ2 (pierwiastek sumy
szeregu kwadratów modu lów) (ośrodkowa)
Przestrzenie funkcji cia̧g lych:
1. CB(R) — funkcje cia̧g le ograniczone na R, z norma̧ supremum (nie jest ośrodkowa)
2. CL(R) — funkcje cia̧g le na R posiadaja̧ce granice w −∞ i w ∞, z norma̧
supremum (ośrodkowa)
3. C0(R) — funkcje cia̧g le na R zbieżne do zera w −∞ i w ∞, z norma̧ supremum
(ośrodkowa)
4. C(X) — funkcje cia̧g le na przestrzeni zwartej X, z norma̧ supremum (ośrodkowa)
Przestrzenie funkcji mierzalnych
1. L∞(R) — klasy (modulo równość prawie wszȩdzie) funkcji mierzalnych ogranic-
zonych na R, z norma̧ supremum istotne (nie jest ośrodkowa)
2. L1(R) — klasy (modulo równość prawie wszȩdzie) funkcji ca lkowalnych z modu lem
na R, z norma̧ L1 (ca lka z modu lu) (ośrodkowa)
3. L2(R) — klasy (modulo równość prawie wszȩdzie) funkcji ca lkowalnych z kwadratem
modu lu na R, z norma̧ L2 (pierwiastek ca lki z kwadratu modu lu) (ośrodkowa)

Powyższe trzy przestrzenie można też wprowadzić na [0, 1] (w miejsce R). Różnica
jest taka, że teraz mamy miarȩ skończona̧, co zmienia zawierania miȩdzy tymi
przestrzeniami. Na przyk lad dla miary skończonej każda funkcja ograniczona jest
ca lkowalna z modu lem, wiȩc L∞([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]), co nie jest prawda̧ na R. Podob-
nie każda nieujemna funkcja ca lkowalna z kwadratem na [0, 1] jest ca lkowalna bez
kwadratu, zatem L2([0, 1]) ⊂ L1([0, 1]), co też nie jest prawda̧ na R.

NIERÓWNOŚĆ HÖLDERA I NIERÓWNOŚĆ MINKOWSKIEGO, PRZESTRZE-
NIE ℓp i Lp

Ustalmy dowolne p > 1. Rozważmy zbiór cia̧gów (xn) spe lniaja̧cych warunek
∑∞

n=1 |xn| < ∞. Podobnie, na przestrzeni miarowej rozważmy zbiór funkcji f

takich, że
∫

|f |p dµ < ∞. Zauważmy oczywisty fakt, że zbiory te sa̧ zamkniȩte na
mnożenie przez skalar. Teraz sprawdzimy, że sa̧ one też zamkniȩte na dodawanie.



Lemat. Jeśli szeregi |xn|
p i |yn|

p sa̧ sumowalne, to szereg |xn + yn|
p też. Podobnie

jeśli
∫

|f |p dµ < ∞ i
∫

|g|p dµ < ∞, to
∫

|f + g|p dµ < ∞.

Dowód: Z wypuk lości funkcji xp na liczbach nieujemnych mamy, dla a, b ≥ 0:
(

1

2

)p

(a + b)p =

(

(a + b)

2

)p

≤
ap + bp

2
.

Stosuja̧c to do a = |xn| i b = |yn|, sumuja̧c po n i mnoża̧c przez 2p dostajemy
∑

n

|xn + yn|
p ≤

∑

n

(|xn| + |yn|)
p ≤ 2p−1

∑

n

|xn|
p +

∑

n

|yn|
p < ∞.

Dowód dla funkcji jest identyczny: wstawiamy a = f(x) i b = g(x) i zamiast
sumowania jest ca lkowanie. �

Definicja. Powyższy zbiór cia̧gów nazywamy przestrzenia̧ ℓp, a zbiór klas funkcji
(modulo równość prawie wszȩdzie) nazywamy przestrzenia̧ Lp(µ) (przestrzenie Lp(µ)
określa siȩ mianem przestrzeni Lebesgue’a).

W przestrzeniach tych wprowadzamy normy:

‖(xn)‖p =

(

∞
∑

n=1

|xn|

)
1
p

oraz

‖f‖p =

(
∫

|f |p dµ

)
1
p

.

Warunek zerowy jest oczywisty, jak również to, że sa̧ one jednorodne. Aby sprawdzić
warunek trójka̧ta potrzebujemy kilku faktów. Od teraz, przy ustalonym p > 1 przez
q oznaczać bȩdziemy liczbȩ

q =
1

1 − 1
p

.

Zauważmy, że q > 1 oraz 1
p

+ 1
q

= 1 (co oznacza, że 1
p

i 1
q

moga̧ być wspó lczynnikami

kombinacji wypuk lej). Liczbȩ q czȩsto określa siȩ mianem dualnej do p.

Lemat. (Nierówność Younga) Dla dowolnych nieujemnych a i b zachodzi

ab ≤
ap

p
+

bq

q
.

Dowód: To wynika z wklȩs lości logarytmu (i tego, że jest rosna̧cy):

log ab =
1

p
log ap+

1

q
log bq ≤ log

(

1

p
ap +

1

q
bq
)

(i teraz zdejmujemy logarytm). �

Twierdzenie. (Nierówność Höldera) Dla dowolnych cia̧gów liczb nieujemnych (xn)
i (yn) oraz p > 1 zachodzi nierówność:

∞
∑

i=1

xiyi ≤ ‖(xn)‖p‖(yn)‖q.



Podobnie dla dowolnych funkcji nieujemnych f i g na dowolnej przestrzeni miarowej
zachodzi

∫

fg dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Dowód: Nierówność Höldera jest prawdziwa jeśli jeden z cia̧gów (jedna z funkcji)
jest zerowy(a) lub jeśli jeden szereg (jedna ca lka) po prawej jest nieskończony(a).
Zostaje wiȩc przypadek niezerowy skończony.
Ponieważ lewa i prawa strona nierówności Höldera sa̧ jednorodne, to możemy obie
strony podzielić przez (niezerowa̧) prawa̧ stronȩ i z dzieleniem wej́sć pod sumȩ
(ca lkȩ) oraz pod normy. Zatem wystarczy nierówność tȩ dowodzić dla wektorów
(lub funkcji) o odpowiednich normach równych 1, czyli takich, że

∑∞

n=1 x
p
n = 1 i

∑∞

n=1 y
q
n = 1 (a w przypadku funkcji

∫

fp dµ = 1 i
∫

gq dµ = 1).
Wtedy, stosuja̧c nierówność Younga dla każdego n i sumuja̧c po n, dostajemy:

∑

xnyn ≤

∑

xp
n

p
+

∑

yqn
q

=
1

p
+

1

q
= 1,

a jedynka po prawej stronie to jest, w przypadku wektorów unormowanych, prawa
strona nierówności Höldera. W przypadku funkcji stosujemy nierówność Younga w
każdym punkcie przestrzeni miarowej i ca lkujemy:

∫

fg dµ ≤

∫

fp dµ

p
+

∫

gq dµ

q
=

1

p
+

1

q
= 1. �

Twierdzenie. (Nierówność Minkowskiego) Niech (xn), (yn) ∈ ℓp. Wtedy

‖(xn) + (yn)‖p ≤ ‖(xn)‖p + ‖(yn)‖p.

Analogiczna nierówność zachodzi dla funkcji f, g ∈ Lp(µ).

Dowód: Nierówność jest trywialna, gdy po lewej stronie jest zero. Zatem zosta l
przypadek, gdy szereg

∑

n |xn+yn|
p jest niezerowy (i, jak wiemy, skończony; wtedy

można przez niego dzielić). Piszemy tak:
∑

|xn + yn|
p =

∑

|xn + yn|
p−1|xn + yn| ≤

∑

|xn||xn + yn|
p−1 +

∑

|yn||xn + yn|
p−1 ≤

(

∑

|xn|
p
)

1
p
(

∑

|xn + yn|
(p−1)q

)
1
q

+
(

∑

|yn|
p
)

1
p
(

∑

|xn + yn|
(p−1)q

)
1
q

.

Teraz zauważamy, że (p − 1)q = p (bo (p−1
p

= 1 − 1
p

= 1
q
), czyli możemy uprościć

wyk ladniki po prawej. Nastȩpnie dzielimy obie strony przez (skończone i niezerowe)

wyrażenie (
∑

|xn + yn|
p)

1
q . Po lewej stronie wyjdzie szereg do potȩgi 1 − 1

q
a to

jest 1
p
, czyli wyjdzie dok ladnie nierówność Minkowskiego. Dowód dla ca lek jest

identyczny, tylko zamiast sumowania jest ca lkowanie. �

Udowodnilísmy w laśnie brakuja̧ca̧ podaddytywność norm ‖ · ‖p.

Twierdzenie. Przestrzenie ℓp i Lp(µ) dla 1 ≤ p ≤ ∞ sa̧ zupe lne (czyli Banacha).

Dowód na ćwiczeniach.



PRZESTRZEŃ ROZPIȨTA I DOMNKIȨTA PRZESTRZEŃ ROZPIȨTA.

Niech A bȩdzie podzbiorem przestrzeni liniowo-metrycznej V . Przez Lin(A) oz-
naczać bȩdziemy podprzestrzeń sk ladaja̧ca̧ siȩ z wszystkich kombinacji liniowych
elementów z A. Jest niemal oczywiste, że jest to przetrzeń liniowa w V . Nastȩpnie,
przez Lin(A) oznaczamy domkniȩcie przestrzeni Lin(A). To również jest pod-
przestrzeń liniowa (to wynika z cia̧g lości dzia lań). Jeśli Lin(A) = V , to powiemy,
że A jest liniowo gȩsty w V .

BAZA TOPOLOGICZNA W PRZESTRZENI BANACHA

Definicja. Przeliczalny uk lad wektorów {en : n ∈ N} nazwiemy baza̧ topologiczna̧

w przestrzeni liniowo-metrycznej V jeśli każdy wektor v w tej przestrzeni można
jednoznacznie przedstawić w postaci szeregu v =

∑

n anen.

Uwaga: Każda baza jest uk ladem niezależnym. Jast baza̧ Hamela tylko w przestrze-
ni skończonego wymiaru. Przestrzeń posiadaja̧ca bazȩ topologiczna̧ jest ośrodkowa.
Baza jest zbiorem liniowo gȩstym, ale nie odwrotnie (przyk lady na ćwiczeniach).

PRZYK LADY BAZ:
Baza w ℓp: en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0 . . . ) (jedynka na n-tym miejscu).
Baza Schaudera w C([0, 1]):

Problem: (Stanis law Mazur, Ksiȩga Szkocka, 1936) Czy każda ośrodkowa przestrzeń
Banacha ma bazȩ topologiczna̧? Odp. (Per Enflo, 1972) Nie.1

IZOMORFIZM, RÓWNOWAŻNOŚĆ NORM

Definicja. Dwie przestrzenie unormowane sa̧ topologicznie izomorficzne jeśli ist-
nieje miȩdzy nimi homeomorfizm liniowy. Jeśli istnieje surjektywna izometria lin-
iowa, to przestrzenie te sa̧ izometrycznie izomorficzne.

Definicja. Dwie normy na tej samej przestrzeni sa̧ równoważne jeśli identyczność
jest izomorfizmem topologicznym (czyli gdy metryki zadane przez te normy sa̧
równoważne).

Twierdzenie. Dwie normy na tej samej przestrzeni sa̧ równoważne wtedy i tylko
wtedy gdy istnieja̧ sta le C > 0 i D > 0 takie, że C‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ D‖x‖1 (czyli
identyczność jest lipshitzowska w obie strony, w szczególności metryki sa̧ wtedy od
razu jednostajnie równoważne).

Dowód na ćwiczeniach.

1Za rozwia̧zanie tego problemu Stanis law Mazur obieca l w Ksiȩdze Szkockiej nagrodȩ w postaci

żywej gȩsi. Faktycznie, w roku 1972 odby la siȩ w warszawskim Centrum Banacha uroczysta

ceremonia wrȩczenia gȩsi szweckiemu matematykowi Perowi Enflo, który problem rozwia̧za l po

36 latach od sformu lowania. Stanis law Mazur, w przeciwieństwie do wielu tragicznie zmar lych w

czasie okupacji przedstawicieli tzw. Szko ly Lwowskiej, przeży l wojnȩ i ży l do roku 1981.


